Autour du nombre 1 : proposition de corrigé pour Mathland
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1 a) La définition de la fonction At comme LA primitive de 178 qui s'annule en zéro permet d'écrire :

X x+h
1 1
At (x)=) ——dtetdonc At (x+h)—At(x|= dt.
{1+t2 { 1+82

Les propriétés de I'intégration permettent d'affirmer que cette expression est du signe de h, parce que la fonction
ﬁ est positive. Par conséquent la fonction At est une fonction croissante sur IR.
b) Appelons g la fonction At + x ; la dérivée de At est, par définition, égale a 15 2 ; la dérivée en x de la

1 1
——5 soit —272). Elle est négative pour tout x, donc g est une fonction

1
1+x2 x x2(1+ x

décroissante. Nous avons donc g, décroissante, somme de At croissante et de X décroissante qui tend vers 0,

fonction g est donc

par conséquent At est majorée.

At est donc croissante et majorée, elle admet une limite finie lorsque x — > +o0.

¥ . 1
2 Calculons At (—x)= dt en posant u=—t : il vient At (—x)=| — du=—At|(x) .
{1+F { 1+u?

La fonction At, définie sur R, vérifiant que Vx € R, At (—x)=— At(x) est donc bien une fonction impaire.

3 Sur R* At est monotone croissante de 0 a g donc c'est une bijection de R* sur }0 , g[et par symétrie de centre O
(due a l'imparité) At est une bijection de R sur l'intervalle ]—g g

1 Le mode de définition de t comme réciproque de At permet d'appliquer le théoréme de dérivation d'une composée
de fonctions, et donc d'affirmer que :
VxeR{pl2+pZ t'(x)At'(t(x))=1

Or par définition At ' [t (x))= 5 donc pour tout x ot t est définie, ona t ' (x)=1+t(x)?

1

1+t (x)

2 Comme At est impaire son graphe est symétrique par rapport au point O. Comme { est la réciproque de At, son
graphe est le symétrique du graphe de At par rapport a la premiére bissectrice (y =x). Par composée de
symétries, ce graphe est lui aussi symétrique par rapport a O et la fonction t est donc elle aussi impaire.

3 Pour les mémes raisons de symétrie, comme At est croissante sur IR, t est également croissante sur }—% , g[

Des relations vraies pour At : x>0= 0< At (x)<% et x<0= —%<At (x)]<0
on déduit que ¢ est négative sur l'intervalle }—% 0[, positive sur l'intervalle ]0 , %[ et que t(0)=0.

Par prolongement ces propriétés sont vraies pour les intervalles

~Piokp,0 0,P+2kp|.
2 p [et} 5 p[

De méme comme i At(x):% et |im At(x)=—g’ on aura xliErTlep’t(X):Jroo et X_)IEr}?ﬂkpt(x):—oo
2 2

X— >+ X—>—®©

1 t est de période p donc ¥V xeR t(x+p|=t(x) ; si t, désigne la fonction x—>t(g

alors on a VxeR,

2t, 1-t _
setc= ces deux fonctions
1+t 1+

t,(x+2p)=t,(x] ainsi t, est 2p-périodique ; d'aprés les définitions de s =

sont également 2p-périodiques.



2 Calculons U=((1+13f)(s?+¢?): U=4t5+(1-t37 =(1+t3] donc s?+c?=1

3 Soit d la fonction x— >1+1,(x : elle est définie pour tout x de IR\{§+pZ} et on a clairement pour tout x de cet

ensemble d (—x)=d(x) De plus pour ces mémes valeurs de x, on a t,(—x)=—t,(x) donc s(—x)=—s(x) : s est
impaire et de méme comme 1-— tz(x)2= 1-t, (—x)* sur le méme domaine, symétrique par rapport a 0, ¢ est une
fonction impaire.

4 a) On peut dériver s et ¢ en appliquant le théoréeme sur la dérivée d'une fonction composée et le calcul de la

i .o u u'v-v'u . _os[X Vil 1o X
dérivée du quotient -~ comme —— 3 .IC|u(x)—2t(2) donc u (x)—22t (2)
- x|? =2 e[ X) ¢ (X
etv(x)-1+t(2) donc v (x)—22t (z)t(z)
on a ainsi: y'v_y'y=t' 5)( (5)2)_ (Z) (1)2= (5)( - (5)2) mais ¢ X|= 1)2 d'aprés la
uvvut(21+t2 2t2t2 t21t2 t2—1+1‘2 p

X

2
2) qui n'est jamais nul, Vxe€ R\{p+2pZ}, s '(x)=c(x]

question 1I,1. Donc en simplifiant par 1 +t(

2 ,
Sur le méme domaine, avec u(x)=1 —t(%) on aura u'(x)=—2t'(%)%t(%) ce qui donne :
u'v—v'u=-2¢'% 1’(i etcomme ¢+ (X =1+t(5)2,0nabien3VerR{B+,DZ c'(x)=-s(x
2 2 2 2 2
X e e e . 2X . 2 .
b) lorsque x— >p+2kp, X=t 5] aune limite infinie. Comme s s'écrit 13 X2 la limite de s est celle de X soit 0 qui

est également la valeur s ( p + 2 kp) : s est continue en tous ces points.
_y2
De méme pour ¢, qui s'écrit 11 X2 dont la limite est -1, valeur de ¢ (p+2kp) par définition ; ¢ est également continue

en tous ces points.
Comme par ailleurs s et ¢ sont, comme quotient, somme et différence de fonctions continues, des fonctions continues
sur IR\{p+2p Z}, elles sont toutes les deux continues sur IR.

c) Par prolongement, s et ¢ sont donc continuement dérivables sur IR et I'on a sur IR s'=c et ¢'=-s

5 a) notons h () la fonction s, c_, - ¢, S_, ; en la dérivant par rapport a t (x et y étant des constantes dans ce calcul)
et en tenant compte des résultats précédents pour s’
h'({t)=clt+x)c(t—y)—s(t—y|s(t+x)+s(t+x)s(t—y)—c(t+x)c(t—y) soit h'(t]=0.

et c’, on obtient

La fonction considérée est donc constante si x et y sont fixés ; on peut écrire h (0)=h(y) par exemple.
or h(0j]=s(x)c(—-y)—c(x)s(—yl=s(x)cly)+c(x)sly) en appliquant les propriétés s impaire et ¢ paire ; et
h(y)=s(x+y)c(0)—c(x+y)s(0)=s(x+y)carc(0)=1et s(0)=0
On adonc bien VxeR Vye R :s(x+y)=s(x|cly)+c(x]s [y

b) on reprend le méme raisonnement avec comme h (t) la fonction ¢, ¢_,+ S, S_, dont la dérivée par rapport &
t est également nulle. Avec cette nouvelle fonction h, également constante pour x et y fixés, on calcule
h(0)=c(x)c(—y)+s(x)s(—y) et comme c est impaire et s paire, h (0] vaut ¢(x)c(y)—s(x)s(y) puis on calcule h (y)
qui vaut c(x+y)c(0]+s(x+y)s(0) soit avec s(0)=0 et ¢(0)=1 h(y]=c(x+y] ; la constance de h pour x ety
fixés entraine donc que :

VxeR VyeR:c(x+y)=c(x)cly)—s(x)sly)

o[ 2)lg]-o (g -~

2 2 2
6 Si nous prenons x = y=§ alors les deux relations ci-dessus donnent le systéme : p p P p
s(—+—)=2 s(—)c(—)=0
2 2 2 2
la seconde égalité est vraie si s (§)=O OuU si C(§)=O ; dans le premiers cas on aurait, en reportant dans le
2
premiére égalité, ¢ (g) =-1, ce qui est absurde. C'est donc ¢ (g) qui est nul !
Et par conséquent s(%) vaut 1 d'aprés la premiére égalité ; utilisons ces résultats dans l'expression de

3(3—2'0)=S(§+p) on a s(%):s(g)c(p)+c(§)s(p)=1 x(=1]+0x0=-1 et comme s?>+c*=1 il vient que

c(3p)-m=o.

2 )"



7 Le signe de s (x) est celui de t(%) puisque pour tout x (1 +t(x/2)?)> 0. Comme t est positive sur l'intervalle }0 ; g[

s est positive sur l'intervalle |0, p| ; comme c¢'=-s la fonction ¢ est décroissante sur ce méme intervalle, de
_ \2
)= Lj E8;2 =1 a c(p)=—-1 en passant par ¢ (%) =0. De la méme maniére, comme t est négative sur }—g 0[
P
2 b

p[par prolongement, la fonction s est négative sur |p,2p| et comme ¢'=—s la fonction ¢ est

1—t(p?®_1-t(0f o
PP _1-t(0F _, _ |
15 tipP axti0p | (Lestp-périodique)

donc sur }

croissante sur ce méme intervalle, de ¢ (p)=—1acl2p)=

Ainsi on a le tableau de variation suivant :

X 3
P 2P
0 5 p > 2p
signe de ¢’ — +
1 1
c \g\ /
-1
- " . P 3p ., o p _.3p . _ .
Ainsi ¢ (x| est positive de 0 a 5 etde 5 a 2 p, négative entre > et 5 - Comme s '=c et que s(0)=0, s va croitre
deOas (%) =1 puis décroitre de 1 a s (37;))=_1 (puisque s?’=1-c? etque ¢ (3—2p)=0 ou bien en calculant

s(%+p)=s(%)c(p)+c(%)s(p)=1 -—1+0:0=—-1) en s'annulant en p ; puis elle croitra de nouveau de -1 a
s(2p)=s(0)=0.

X 0 p/2 p 3p/2 2p
signe de s ' + - +
1
-1

8 En «se penchant» (sic) sur la composée / (a)=Ato (%) (a), c'est a dire en utilisant le théoréme sur la dérivation
d'une fonction composée, nous allons calculer At '(%) et (%) '(a). La premiére dérivée vaut, par définition,

1

sla\z ou La)z soit encore ¢ (af ; la seconde se calcule comme dérivée d'un quotient, et vaut donc
1+(>= s(af+clal?

cla)
s'lajclaj—c'[a)sla : 24 2

ajel c)t'a)z la)s(a) ;orl'on sait que ¢ '(aj=—s(a) et s'(a)=c (a) ; cette dérivée vaut donc % ou

1
encore W' On a donc la dérivée I '(a)=1 pour tout a ce qui entraine que / (a)=a+ cte. Et comme / (0)=At(0)=0

la constante est 0.
s L . _S(x]
La fonction c est donc la fonction réciproque de la fonction At et donc VxR t(x)= c(x)



